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Voorwoord

Bij effectief onderwijs hoort de mogelijkheid om snel en actief over de
belangrijkste informatie kunnen beschikken. ‘Maak kort en kernachtig
duidelijk waar het om gaat en ga direct op het doel af.” Met die gedachte is
het nieuwe studiemateriaal van Wiskunde voor het Hoger Onderwijs
ontwikkeld.

Hoofdboek

De kern van dit deel A is het hoofdboek met de theorie en de oefeningen.
De linkerpagina’s zijn meestal gereserveerd voor de theorie en de rechter-
pagina’s voor de bijbehorende oefeningen. Theorie en oefeningen blijven
zo dicht bij elkaar. Dit maakt een zelfstandige en actieve manier van
studeren mogelijk.

Relevante hoofdstukken bevatten een afsluitende paragraaf met
Toepassingen. Aan het eind van elk hoofdstuk staat een paragraaf
Hoofdzaken. Daarin staan de onderwerpen die aan het eind van het
hoofdstuk paraat moeten zijn. Met een Toets over het hele hoofdstuk kan
zelfstandig worden nagegaan in hoeverre de stof daadwerkelijk beheerst
wordt.

Uitwerkingenboek

Bij zelfstudie is de mogelijkheid om jezelf te kunnen controleren en
corrigeren essentieel. Dat kan alleen als er complete uitwerkingen per
oefening beschikbaar zijn. Het uitwerkingenboek voorziet daarin.

Het bevat de complete uitwerkingen van alle oefeningen en oefentoetsen.

Ondersteuning met ICT

Met een inlogcode krijgt de student toegang tot de website waarop extra
oefeningen met antwoorden te vinden zijn. Deze extra stof is bedoeld om
nog snel even te oefenen, bijvoorbeeld kort voor een tentamen.

Serie Wiskunde voor het hoger onderwijs

De nieuwe serie Wiskunde voor het hoger onderwijs is opgebouwd uit de
delen A en B. Deel A bevat de nodige elementaire wiskundige kennis en
vaardigheden die nodig zijn voor een technische studie op het hbo.

Deel B biedt, naast een uitbreiding van het wiskundige arsenaal, een
steviger wiskundige basis.
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Algebra

1.1 Rekenregels

1.2 Haakjes wegwerken

1.3 Ontbinden in factoren

1.4 Merkwaardige producten

1.5 Breukvormen

1.6 Eenvoudige vergelijkingen

1.7 Vergelijkingen oplossen door ontbinden
1.8 Rekenregels voor machten

1.9 Machten met gebroken exponenten

1.10 Formules bewerken

1.11  Toepassen: algebra met Excel
Hoofdzaken
Toets

Omstreeks het jaar 820 schreef de wiskundige Al-Chwarizmi een boek
over het rekenen met letters: hisab al-djabr wa al-muqabala. Hij gebruikte
een systematische en logische aanpak bij het oplossen van lineaire en
kwadratische vergelijkingen. Daarmee gaf hij gestalte aan de algebra. Het
woord ‘algebra’ is dan ook afgeleid uit de titel van het boek. Verder leverde
hij grote bijdragen aan gebieden als trigonometrie, astronomie en astrolo-
gie, geografie en cartografie. Het concept van een algoritme in de wiskun-
de is zijn idee. Om deze reden wordt hij wel de ‘grootvader van de informa-
tica’ genoemd. De woorden ‘algoritme’ en ‘algorisme’ zijn van zijn naam
afgeleid. Ook daaruit blijkt zijn grote bijdrage aan de wetenschap. (Bron:
Wikipedia)

Links staat een kopie van een pagina van het boek.
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Rekenregels

Maalteken (x) of punt (.)?

In de wiskunde is het gebruikelijk om voor een vermenigvuldiging in plaats van een
maalteken (x) een punt (.) te gebruiken. Soms wordt die punt weggelaten. Dat wil zeggen:
abbetekent a x b.

Volgorde van bewerkingen

Optellen, aftrekken, vermenigvuldigen, delen, worteltrekken en machtsverheffen zijn
rekenkundige bewerkingen. Bij een berekening waarin verschillende bewerkingen
voorkomen, voer je deze bewerkingen in de juiste volgorde. Deze volgorde is:

« eerst: machtsverheffen

¢ dan:vermenigvuldigen en delen in de volgorde waarin ze staan

« tenslotte: optellen en aftrekken in de volgorde waarin ze staan

Je kunt haakjes gebruiken om de volgorde van bewerkingen te veranderen. Je rekent dan
eerst uit wat tussen haakjes staat. Soms moet je de haakjes erbij denken. Bijvoorbeeld:
V5% +12% = V25 + 144 = V169 = 13.

Je moet dus weten dat V/52 + 122 = V/(52 + 122).

Voorbeelden

1 2+43x4=2+12=14 6 (4x3)2=122=144
2 (2+3)x4=5x4=20 7 4xV9=4x3=12
3 2+3-4=5-4=1 8 V(4x9)=V36=6
4 10:2x4=5x4=20 9 V4Ax9=2x9=18
5 22x32=4x9=36

Machten

De vermenigvuldiging (het product) van een aantal gelijke factoren kun je afkorten.
Bijvoorbeeld 4 x 4 x 4 x 4 x 4 kun je afkorten tot 4°. Zo'n afkorting heet een macht. In 4° is
4 het grondtal en 5 de exponent. De exponent geeft dus aan hoeveel maal je het grondtal
met zichzelf moet vermenigvuldigen. Het berekenen van de waarde van een macht heet
machtsverheffen.

Het product van n gelijke factoren a is gelijk aan de macht a” (spreek uit als: ‘a tot de n-de’
of als ‘a tot de macht n’).

Het grondtal is a en de exponent is n.

In formulevorm opgeschreven: axaxax.... xa=a".

n factoren
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OEFENINGEN

ALGEBRA 13

1.1 Bereken (let op de volgorde van de bewerkingen).

a 2+3x6
b 2+3)x6

62 + 3 x 62

® Qo

1.2 Bereken.
a 2-(-3)2+(-
(

b 3
¢ 3:-(1-2-(-3)?
d 3-( )

e 32 4+ 42
1.3 Bereken.
a 2-05-3
1-3:0,6

0,3-32-3
0,3

1-4-.0,25

1+4-0,25

1.4 Bereken.
a 22-2
b 23-22
c 24-28
211 _ 510
d T

1.5 Bereken.

+
N~
~_

+

o
NP NP N R
+
e~ T Y
~

N[~ NP

1+2-3+4-

5

12+ 22 + 32 + 42

f

g
h
i
j

- = o

S0 o

5+12:3
B+12):(6-12)
2-3x4:5
34(5B+7)-(6x4)
52_42_32

(Vvavaf

V9 - V4
9-4

3%_-32+3
34-3%34+32-3
3% 3443832
10% - 10% - 10° -
10°-10-1
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Haakjes wegwerken

De oppervlakte van de rechthoek kun je op twee manieren

uitrekenen:

« Jeberekent eerst de totale lengtes van de zijden en daarmee
de oppervlakte: 4 x (3 +5) =4 x 8 =32.

¢ Jeberekent eerst de oppervlaktes van de kleine
rechthoeken en telt die oppervlaktes bij elkaar op:
4x3+4x5=12+20=32.

Hieraan ziejedat: 4 x (3+5)=4x3 +4 x5.

Je kunt dus de haakjes wegwerken door de vermenigvuldi-
gingen apart op te schrijven.
Dit geldt ook als er een minteken staat: 7 x (12 - 5) =7 x 7 = 49.

Maar je kunt dit ook zo berekenen 7 x 12 — 7 x 5 =84 - 35 =49.

© Noordhoff Uitgevers bv

Deze rekenregels kun je weergeven met de formules:
—~ N
a-(b+c)=a-b+a-c a-(b-c)=a-b-a-c
N~ ~_

De boogjes laten zien welke variabelen je telkens combineert.
Als er mintekens voorkomen, gebruik je de vermenigvuldigregels
voor plus en min die hiernaast in het schema staan.

Voorbeelden

L (p+q)-r=r-(p+q)=p-r+q-r

2 —(s+0)=(-D)-(s+H=(-1)-s+(-1)-t=-s-t¢

3 -5(8x-7)=-5x3x+(-5) x (-7) = -15x + 35

Het wegwerken van haakjes in ingewikkelder situaties kun je ook
laten zien met de oppervlaktes van rechthoeken.
In de figuur zie je dat de oppervlakte van de hele rechthoek gelijk
is aan het product lengte x breedte: (x +y) - (s + £).

Deze oppervlakte is ook de som (optelling) van de oppervlaktes
van de deelrechthoekjesx-s+x-t+y-s+y-t.

e
Dus:(x@t):x-s+x-t+y-s+y-t

Je kunt ook met tussenstappen werken:
x+y)-+D=x-(s+)+y-(s+H=x-s+x-t+y-s+y-t.

Devorm (x +y) - (s + £) is een product van twee factoren. De eerste factor is de tweeterm

x+y. De tweede factor is de tweeterm s + £.

Devormx-s+x-t+y-s+y-tiseenoptelling van vier termen. Zo'n vorm heet een
vierterm. Elke term bestaat in dit geval uit een product van twee factoren.

Voorbeeld

2u - v+ 4w) - (~u + 2v - 3w) = —2u? + 4uv — 6uw + uv — 20* + 3vw — 4uw + 8vw — 12u”

=-2u? + 5uv - 10uw - 20% + 1lvw - 12u?
In de laatste stap zijn gelijksoortige termen samen genomen.
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OEFENINGEN

1.6

1.7

1.8

1.9

1.10

De vermenigvuldiging (2a - 3b) -

ALGEBRA 15

(-u + v) kun je in beeld brengen met

een vermenigvuldigingstabel. De tabel is gedeeltelijk ingevuld. Zet

het antwoord rechts onderin.

x 2a -3b
-u -2au
v -3bv

Neem de tabel over en bereken daarmee de nieuwe uitdrukking

zonder haakjes.

Schrijf zonder haakjes.
(n-7)n+3)

[5- 2 — M T -

Schrijf zonder haakjes.
(x + 4)(x — 6)

(2x-y)2x +y)
(2x + 3y)?
(
(

2x — 3y)?
3a - 2b)(2b + 3a)

o Qo T

Schrijf zonder haakjes.
L+x+y)(2+X)
-2p(1-p +q)

(1 -h)1+h+h?
1+l -t-t3)
(3x -y - 2)(x + 3y)
(2pg -1 -p+0q)

-0 QO T D

— - = gg =h

— - = gg =h

= oo

(v-T)3+V)

(b + 8)(b + 11)

(3 + 4a)(a +2)

(x + 9)

(t-4)?

2p?(3p + 4)

(2t - 3)(2t + 5)
(3¢° + 2p)(q - p)
(20 + 5q)(-59 + 2p)
—h(2h - 6)(2 + h)

I+s+t)(L-s-1)
(2m - 3n +q)
(m+n—2q)
x+y+2)?

(@a-b+c-d7?

Schrijf zonder haakjes en vereenvoudig zo ver mogelijk.

(1 -x)(1+x)
b (1-x)(1+x+x%
c (L-X(1+x+x2+x%
d ( X

2 99)

=X)L +X+X+ ...+ X
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Ontbinden in factoren

In paragraaf 1.2 heb je vermenigvuldigingen uitgewerkt. Van een product maakte je daar
een tweeterm, een drieterm of een vierterm van (een veelterm).

Werk je de andere kant op, dan maak je van een veelterm weer een product.

Dat heet ontbinden in factoren.

Buiten haakjes halen

Jekuntderegel A-(B+C)=A-B+A-Cookandersom gebruiken.
VanA-B+A-CmaakjedanA- (B + C).

Je hebt nu de tweeterm A - B+ A - Contbonden in de factoren A en B + C.

Anders gezegd: ‘Je hebt de factor A buiten haakjes gehaald.’

Hierin stellen A, B en C getallen voor of letters of formules met letters en getallen.

Gemeenschappelijke factoren

Niet elke veelterm kun je ontbinden in factoren. Je kunt ontbinden als in elke term van de
veelterm dezelfde factoren voorkomen.

In bijvoorbeeld de drieterm 6x + 3x* + 12x° zie je in elke term een factor x en ook een
factor 3. Die gemeenschappelijke factoren kun je buiten de haakjes halen. Je krijgt dan
6x + 3x% + 12x° = 3x(2 + x + 4x2).

Je kunt het resultaat van het buiten haakjes halen controleren door de haakjes weer weg te
werken, zodat je weer de gegeven drieterm terugkrijgt.

Voorbeelden

1 2x+2y=2(x+y) (de gemeenschappelijke factor is 2)

2 pq? - p?*q +pqr*=pq(q - p + r*) (p en q zijn de gemeenschappelijke factoren)

3 a'b®’c + ab’c® - a*b*c® = ab*c(a® + bc? - ac?)

4 (2-3aP-2+3a=(2-3a)P-(2-3a)=(2-3a)(2-3a)-1)=(2-3a)(l - 3a)

Aanvoorbeeld 3 zie je hoe je bepaalt welke factoren buiten de haakjes kunnen. De tweede
term heeft maar één factor a en dus kan er geen hogere macht dan a buiten de haakjes
gezet worden. Iets dergelijks geldt ook voor b* en ¢*.

Invoorbeeld 4 zie je dat 2 — 3a tweemaal voorkomt. Door die factor buiten de haakjes te
halen, blijfter ((2 — 3a) - 1) over en dat kun je vereenvoudigen tot 1 - 3a.

Twee stappen
In de vier termen van ac + ad + bc + bd zitten geen gemeenschappelijke factoren. De eerste
twee termen hebben de factor a gemeenschappelijk en de laatste twee termen hebben de
factor b gemeenschappelijk.
Nu kun je in twee stappen werken:
1 ac+ad+bc+bd=a-(c+d)+b-(c+d)
Je ziet dat de factor ¢ + d in beide termen voorkomt.
Die factor kun je dus buiten haakjes brengen.
2 Je krijgt dan ten slotte:
ac+ad+bc+bd=a-(c+d)+b-(c+d)=(a+Db)-(c+d).

Voorbeeld
pG +ps+rq+rs=p(g*+5)+ (G +5)=(p+1)(g*+5)

Na de eerste stap zie je dat g*> + s een gemeenschappelijke factor is en die haal je dan
buiten de haakjes. (Let op: het is mogelijk dat je na de eerste stap niet verder kunt, omdat
er geen gemeenschappelijke factoren zijn. Ontbinden is dan niet mogelijk.)
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OEFENINGEN

1.11

1.12

1.13

1.14

1.15

Ontbind in zo veel mogelijk factoren.

a a’+8a
15t - 75t
12b + 48b?
h? - 13h
9p? - 72p

O Qo T

Ontbind in zo veel mogelijk factoren.

a’-12a
18t% - 16t
11b + 66b°
h? - 14h
8p° + 72p
32x3 + 8x

-0 Q0 T D

Ontbind in zo veel mogelijk factoren.

40mn - 16n?
2xy(5 - 2) + (5 - 2)?
¥ ox3+x-1

pqr + qrs + rst
(L+h?-1-h
(w+3)% - (w+3)7?

-0 QO T D

o

—— = gg =

= oo

= oo

ALGEBRA 17

28x? + 35x
8q + 32
6x2 + 24x
-8s -6
10e + 60e?

-8q + 56

5xy? — 45x%y
12rs%t + 9r’st +
15rst?

XX =y) +y(x =Y)

2a+3-(2a+3)°
adb?c3 + a?h3c® +
ap5c?

X2+ pg - X+ pqg+ X
(2x - 3)° - (2x - 3)?

Wat is er fout gegaan in 3a° + 2a° + a = a(3a> + 2a)?

b Geef de goede onthinding van 3a° + 2a° + a en leg uit waarom die

ontbinding goed is.

Is 25r% + 10r + 1 = (1 + 5r)%? Geef uitleg bij je antwoord.
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Merkwaardige producten

Sommige producten (vermenigvuldigingen) zul je regelmatig tegenkomen. Ze heten
merkwaardige producten. Je gebruikt ze om haakjes weg te werken of om te ontbinden in
factoren. Omdat deze producten vaak voorkomen, hoor je die uit het hoofd te kennen.

Haakjes wegwerken met merkwaardige producten

De merkwaardige producten zijn:

1 (x+y)?=x>+2xy+)° 3 x-Px+y)=x2-y>

2 (x-yP=x-2xy+y 4 (x+p)x+q) =2+ (p+qx+pq

Verklaring bij merkwaardig product 1 (zie paragraaf 1.2):
+yP=x+Nx+y) = +xy+yx+ Y =2+ 2xy + )~

In oefening 1.16 op de volgende pagina kun je van twee andere merkwaardige producten
een bewijs geven.

De kwadratische drieterm x> + 2xy + ? bestaat uit twee kwadraten (x> en y*) en het
dubbele product (2xy).

Voorbeelden (haakjes wegwerken)

1 (@a+1)?=a?>+2a+1

2 1-p2=1-2-1-pPP+(P*?=1-2p>+p"

3 99-101=(100-1)(100 + 1) = 100% - 1 = 9999

4 x+5)x+7)=x*+G+Dx+5-7=x*+12x+35

Ontbinden in factoren met merkwaardige producten

Dezelfde merkwaardige producten kun je ook in omgekeerde richting gebruiken. Je voert
dan haakjes in en maakt van een som of een verschil weer een product:

1 +2x-y+y*=(x+y)? 3 -y =(x-ykx+y)

2 ¥*-2x-y+y*=(x-y) 4 X*+(p+q)-x+p-q=(x+p)(x+q)

Voorbeelden (ontbinden in factoren)

5 4r2+4r+1=(2r+1)?
In dit voorbeeld zie je het kwadraat van 2r en het kwadraat van 1. Daartussen staat 4r
endatis2 - 2r - 1: het dubbele product van 2ren 1.
Zo herken je het merkwaardig product.

6 25-10p+p*=(5-p)*
Ook hier staat een dubbel productvan5 - p.

7 36a®-b?*=(6a-b)(6a+b)
Het verschil van twee kwadraten.
Gebruik het derde merkwaardig product.

8 X¥*+7x+10=(x+2)(x+5)
In dit voorbeeld staat een kwadratische drieterm met maar één kwadraat. Je gebruikt
dan het laatste merkwaardig product. Je gaat na of er twee getallen (p en g) zijn met
p+q=7Tenp - q=10.Zulke getallen bestaan er niet altijd, maar in dit geval lukt dat
met p =2en q =5 (of omgekeerd).
Zovindje x* + 7x + 10 = (x + 2)(x + 5).

Deze methode van ontbinden heet de som-productmethode.
Voorbeelden (som-productmethode)

9 YP+3y-10=p*+(5-2)y+(-2)-5=(y+5)(y-2)
10p*-3p+2=p*+ (-1 +-2)p+ (-1)(-2) = (p - D(p - 2)
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OEFENINGEN

1.16

1.17

1.18

1.19

1.20

Bewijs door wegwerken van haakjes.
a X—yx+y) =x2-y2
b x+p)x+q)=x>+(p+0q) -x+p-q

Schrijf zonder haakjes. Noem het gebruikte merkwaardig product.
(X +4)(x - 6) e (2t-3)(2t-5)

b (2x - y)(2x +Y) f (3¢° +2p)(3q° - 2p)
¢ (2x + 3y)? g (s +5t)?

d (2x - 3y)? h (2p + 5q)(-5q + 2p)
Ontbind met behulp van de merkwaardige producten 1 en 2.

a a’+4da+4 d 4w? + 8vw + 42

b 25+ 10t + e 9x% - 30xy + 25y°

c 9x°-6x+1 f a®-6a%b + 9p*

Pas het derde bijzondere product toe en vereenvoudig.

a x*-43° e (2x+1)%-(x+2)7?
b a®- b8 f w® - w3 (in twee

¢ 16t° — (4t + 1)? stappen)

d (n+1)°-n?

Ontbind in zo veel mogelijk factoren met het vierde bijzondere product
(de som-productmethode).

a X>+3x+2 e g°+q-42
b s®+ 13st + 42t° f 35-2r-r?
c p>-p-42 g 4a%+2a-12
d s?2-4s-32 h 11t+ 26 -t
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Breukvormen

t
Een breuk —waarin ¢ (de teller) en n (de noemer) gehele getallen zijn, heet een echte
n

3 -23
breuk. 5 en 1 zijn voorbeelden van echte breuken.
11 5
Breuken als 3 17 en 2 D heten gemengde getallen.

3 3 23
De gemengde breuk 5 1 is gelijkaan 5 + rhas ook aan T

Regels
De regels voor het rekenen met breuken zijn:
¢ Dewaarde van een breuk verandert niet als je de teller en de noemer met hetzelfde

a
getal vermenigvuldigt of door hetzelfde getal deelt. Dus % = p—b
p

Deze regel gebruik je bij het vereenvoudigen van breuken en bij het gelijknamig maken
van breuken.

¢ Breuken die dezelfde noemer hebben, heten gelijknamige breuken. Niet-gelijknamige
breuken kun je gelijknamig maken:
a ¢ ad bc

b d bd bd

Van de eerste breuk zijn teller en noemer vermenigvuldigd met d, van de tweede breuk
met b.
o Gelijknamige breuken kun je optellen door de tellers bij elkaar op te tellen.
b a+b

a
Dus:— + — = .
c c c

Ongelijknamige breuken maak je eerst gelijknamig.
o Echte breuken kun je met elkaar vermenigvuldigen door de tellers met elkaar te vermenig-

a ¢ axc
vuldigen en ook de noemers met elkaar te vermenigvuldigen. Dus: X1 bxd
X

Gemengde breuken kun je vermenigvuldigen door er eerst echte breuken van te
maken.

A - A
« Delen metbreuken:i = q = 29 =A- z
P, P
q q

Dus: A gedeeld door s is hetzelfde als A maal g (de omgekeerde breuk).

Voorbeelden
1 Vereenvoudigen (teller en noemer delen door hetzelfde getal):
2xy  2lxy  7x X

12607 637 2ly 3y

2 Vereenvoudigen (teller en noemer vermenigvuldigen met hetzelfde getal):
15 15 15x 3 _ 45 5

2 8 8 8 8
3

2— — x3
3 3
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2 4 10 28 38 3
3 Gelijknamig makenenoptellen:— +3— = — +3— =3— =4—
7 5 35 35 35 35
. . 2 4 2 19 38 3
4 Vermenigvuldigen: =x3—-=—-x —=— =1—
7 5 7 5 35 35
7 33
i3 13 33 5 165 61
5 Delen door eenbreuk: —— =3 =22 2o = o1
3 g 13 8 104 104
OEFENINGEN
1.21 Bereken zonder rekenmachine:
50 110
e 13
1 d >
4 22
10 0,6
b — e
-1 0,4
2 1,2
° e P %02
g - ’
1.22 Schrijf de volgende breuken zo eenvoudig mogelijk.
b ab + bc
a — _—
a ) b
b abc e a‘(a->b)
be a@-»n)
e 2 f XN -3y
% 2%y
1.23 Schrijf de volgende breuken zo eenvoudig mogelijk.
a’+ab+a g
a az
a’-ab-a a®-a
b ——— e
a a’-1
pg’ + pg° 3p® - 5p
5-3
q T"
1.24 Bereken.
a . 1 . 1 1
ac a 3a’b  4ab® 5b°
2 1 1 1
i d —
a x xx-1) x>-1

ALGEBRA

21
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Eenvoudige vergelijkingen

De balansmethode

Lineaire vergelijkingen en sommige andere vergelijkingen kun je aanpakken met de
balansmethode. Bij deze methode voer je links en rechts van het gelijkteken dezelfde
bewerking uit tot je de vergelijking hebt omgewerkt tot de vorm onbekende = ...
Waarschuwing: als je links en rechts deelt door een term die de onbekende bevat, kun je
oplossingen kwijtraken. Ga altijd na of die term ook oplossingen bevat.

Voorbeeld 1

1 1
gx -2=3- Ex (links en rechts x 6 om de breuken kwijt te raken)

2x - 12 = 18 - 3x (links en rechts + 3x om x naar links te brengen)

5x-12=18 (links en rechts +12 om het getal naar rechts te krijgen)
5x = 30 (links en rechts delen door 5)
xX=6

Vergelijkingen van de vorm A-B =0

AlsA-B=0danis A=0of B=0.Een vergelijking van de vorm A - B =0, waarbij de
onbekende zowel in A als in B voorkomt, kun je dus splitsen in de twee vergelijkingen A =0
of B=0.

Voorbeeld 2
4
Bx+4)(2-x)=0;3x+4=00f2-x=0;x = —gofx:Z

Vergelijkingen van de vorm ﬂ = E
B D

Onder de voorwaarde dat B = 0 en D # 0 kun je deze vergelijkingen omwerken totA-D=B-

C door links en rechts te vermenigvuldigen met BD. Als de onbekende voorkomt in B of D,

kun je hiermee ‘oplossingen’ krijgen die niet voldoen aan de oorspronkelijke vergelijking.

Controleer dus altijd je antwoorden.

Voorbeeld 3

2x X
PR (maal 4(x + 2))
4 2x=x(x+2)
8x = x% + 2x ((x* + 2x) eraf)
6x-x>=0 (linkerkant ontbinden)
x(6-x)=0 Dusx=0ofx=6.

Controle in de oorspronkelijke vergelijking:

12 6
voor x = 0 krijgje 0 =0, voor x = 6 krijg je i dus beide oplossingen voldoen (zijn goed).
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OEFENINGEN

1.25 Los op met de balansmethode.
-3=12 - 1 1

ax X e St+1)= S(t+2)

b S-y=3%+3 f —(-4-3p)+11=

c (71s-2)+7=12 (6p - 6) - 10

d n+(n+1)=n+2

1.26 Los op.
3 2 1
a —= ¢c x- —=0
X x-2 X
X x-2 1
_——= —:2
b 3 > d x+ X
1.27 Los op.
a (p-1)2+p)=0 d < 3 1)
b (Bp-1)2+4p)=0 p-3
s-1)z+ ) :
C ——1)|2+ —)=0 =
<p p <2+p—2) 0
1.28 Los op.
X _x—:I. . 1+ :I._ 1
x-1~  x X 2x
3x-3 X 1
= —1 :2*
x-2 xx ) d 1+x 2
1.29 Los op.
arr-1=0 ¢ r-12-4=0
b rP-4=0 d (P-12-4=0

1 1 1
1.30 Voor beeldvorming met een lens geldt de lenzenformule: 5 + Rl
Hierin is b de afstand van het beeld tot de lens, v is de afstand van
het voorwerp tot de lens en f is de brandpuntsafstand van de lens.
a Neem f=60cmenv=3m. Bereken b.
b Neem f=80cmen b =5 m. Bereken v.
1 1

1
¢ Uit de formule volgt —= — - —.
b f v

Schrijf de rechterkant als één breuk.

fv
d Isb= P de goede formule voor b? Geef uitleg bij je antwoord.

e Neemv=3menf=0,4m. Bereken b met de juiste formule.
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Vergelijkingen oplossen door ontbinden

Ontbindingen gebruiken

Vergelijkingen waarin de onbekende in een hogere macht dan 1 voorkomt, kun je soms
handig oplossen met behulp van ontbinden in factoren.

Je herleidt eerst de vergelijking op 0. Als je daarna een merkwaardig product herkent, kun
je dat direct gebruiken om te ontbinden. Maar ook het buiten haakjes halen van gemeen-
schappelijke factoren kan soms helpen bij het vinden van de ontbinding.

Na de ontbinding gebruikje: als A- B=0danis A=00f B=0.

Voorbeelden
1 x*-x-8x+8=0
Buiten haakjes halen in twee stappen: x>(x - 1) - 8(x - 1) = 0.
Nogmaals buiten haakjes halen: (x - 1)(x* - 8) = 0.
En ditbetekent: x — 1 = 0 of x> - 8 = 0.
Zodat de oplossing wordt: x=1 of x = 2.
2 26t =136 - 27
Links en rechts delen door twee: 13t = 68 — £,
Ditlijkt op een kwadratische drieterm. Werk daar naartoe:
£+ 13t - 68 =0.
Links ontbinden met som-productmethode:
2+ (17-4)t-68=0endan (t+ 17)(t-4) = 0.
De oplossing wordt: ¢ = -17 of t = 4.

De abc-formule
Sommige vergelijkingen zijn lastig te ontbinden. Vergelijkingen van de vorm

-b+ VP - 4dac

ax* + bx + ¢ = 0 kun je aanpakken met de formule: x, , = — (de abc-formule).
De uitdrukking D = b* - 4ac > 0 heet de discriminant. D geeft aan hoeveel oplossingen
de vergelijking heeft.

e D>0— twee oplossingen.

e D=0— éénoplossing.

e D<0— geen oplossing.

Voorbeeld
3 3% -5x=78
Op nul herleiden: 3x* - 5x — 78 = 0.
Dit is een vergelijking van het type: ax* + bx + c= Ometa =3, b= -5enc = -78.
5+ V(52-4x3x-78 5+1961
2x3 6

De abc-formule geeft x; , =

5+ 31 5-31

Dus: x, = =6enx, = e —4%.
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OEFENINGEN

1.31 Los op door ontbinden in factoren.
a x*+6x=0

6g - 10g°=0

3n2+27n=0

t2-8t=0

5x% - 20x = 0

—— = gg =

® Qo T

1.32 Los op door ontbinden in factoren.
a x>=9x f
8g = 20g° g
5n% = -35n h
11t = -2 i
—-7y®-56y =0 i

D QL O T

1.33 Herleid de volgende vergelijkingen eerst op nul e
linkerlid in factoren.

a x°-16=0 g
b y>+y-12=0 h
c 2+2t=3

d a°-2a-15=0 i
e p°+3p-36=4 i
f y>°-8y+16=2y-9

1.34 Los op met de abc-formule.
a (s+1)32=2s+5 c
b 3t>=6t-12 d

1.35 Van een cilindrisch conservenblik is de straal
van het deksel r cm. De hoogte van het blik is
h cm. Als je de zijwand van het blik openknipt en
uitrolt in een plat vlak krijg je een rechthoek.
a Welke afmetingen heeft die rechthoek?

b Neem aan dat de bodem en het deksel
samen dezelfde oppervlakte hebben als de
zijwand. Welke verhouding bestaat er dan
tussen de diameter van het blik en de
hoogte?

¢ Neem aan dat dit blik een inhoud heeft van

ALGEBRA 25

4h% - 22h =0
3r-9r’=0
-5y? + 45y =0
rP+3rr=0

wt+w?=0

(x+3°2=x+3
PT-wl+w=1
3p=(1-3p) +1
Por=rr_-1
tP-t?-t+1=0

n ontbind daarna het

2b% - 12b = 8b - 42
q>+3q-51=
8q + 33

2x° - Bx-12=x+8
Voy+T=-2+
Sy +4

2u+3P2=3u-4
(2v - 1)% = 2v

0

1.000 cm3. Bereken de hoogte en de diameter van het blik.
d Van een cilindrisch conservenblik met een hoogte van 15 cm en
een diameter van d cm is de totale blikopperviakte 2.000 cm?.

Bereken de diameter van het blik.

(Omtrek cirkel = 2nr, oppervlakte cirkel = nr?,t ~ 3,14)
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Rekenregels voor machten

De vermenigvuldiging (het product) van een aantal gelijke factoren kun je afkorten.
Bijvoorbeeld 4 x 4 x 4 x 4 x 4 kun je afkorten tot 4°. Zo'n afkorting heet een macht. In 4° is
4 het grondtal en 5 de exponent. De exponent geeft dus aan hoeveel maal je het grondtal
met zichzelf moet vermenigvuldigen. Het berekenen van de waarde van een macht heet
machtsverheffen.
Het product van n gelijke factoren a is gelijk aan de macht a” (spreek uit als: ‘a tot de n-de’
of als ‘a tot de macht n’).
Het grondtal is a en de exponent is n.
In formulevorm opgeschreven: axax ax ... x a=a".

n factoren

Voor berekeningen met machten geldt een aantal rekenregels. Dat zie je in de volgende
voorbeelden.

Voorbeelden

1 7?xP=(7x7) %x(7x7x7) =73 =7 (je telt de exponenten op).
75_7><7><7><7><7
73 TxTx7
de noemer).

= 7°73 = 7% (de exponent van de teller min de exponent van

3 (62)°=62%x6>x62=6x6x6x6x6x6=6=6°(jevermenigvuldigt de exponenten).

In de definitie van een macht is de exponent het aantal gelijke factoren van die macht en is
die exponent een positief geheel getal. Maar door de regel van het tweede voorbeeld toe te
passen als de exponenten gelijk zijn, krijgt ook de macht met exponent 0 betekenis.
Als de exponent van de noemer groter is dan die van de teller, kun je ook negatieve expo-
nenten betekenis geven. Zie de volgende voorbeelden 4 en 5.

75 1 7B
41:;:75%7" 5;=%=735=72

° am X an - am+n ° (amyl - am X ot X am — amxn
e — |
m
. a_: g . n factoren . .
a’ e (ab)"=abx ..xab=a"xb
| —
e a’=1voorelkea # 0 nfactoren
! . "
e a"=—voora#0 a a a a
a o () =X Xx—=—
b b b b

n factoren



© Noordhoff Uitgevers bv ALGEBRA 27

Machten met negatieve grondtallen

Als een negatief grondtal a van a” negatief is, komt ook het minteken van dat grondtal
nmaal in het product voor. Je vindt de regel als volgt.

Gegeven a < 0, dan geldt: nis even — a” > 0 en nis oneven — a” < 0.

Voorbeelden

6 (-2?2=(-2)x(-2)=4=22

7 (<2)=(=2) x (-2) x (-2) = -8 =— 23

Letop: -3*=-1x3*=-1x81=-8len(-3)*= -3 x -3 x -3 x-3=8l.

Wetenschappelijke notatie

Heel grote of heel kleine getallen schrijf je vaak in de wetenschappelijke notatie:
g = a x 10”. Hierin is a een decimaal getal tussen 1 en 10.

Bijvoorbeeld: 12009 = 1,2009 x 10* en 0,00012009 = 1,2009x10~*.

OEFENINGEN

1.36 Vereenvoudig tot één macht of een combinatie van machten.

a 3"x3% e (4°x6%?
5 11
b 52x73x5%x5%x 7% f -
211
4
c (39 g ?
34 x372
d (7 x11)®8 —_—
( ) 37 x 371
1.37 Vereenvoudig tot één macht of een combinatie van machten.
a (-2 xb%x2%2x a’b®\?
7. 16 d | ——
(—42)2 5X3b ab
b (x"y°z°) (332
¢ (-p°°)° - (p°9)° ° 7

1.38 Schrijf de getallen in de wetenschappelijke notatie.
a De snelheid van het licht is 300 000 000 m/sec.
b De massa van een stofdeeltje is 0,000 000 000 753 kg.
¢ (7 x 10% x (5 x 108) x (3 x 10?)
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Machten met gebroken exponenten

Tweedemachtswortels

Worteltrekken is een omgekeerde van machtsverheffen.

Stel @ > 0, dan is Va het niet-negatieve getal waarvan de tweede macht gelijk is aan a.
Dat betekent: (Va)? = avoor a > 0.

Va heet de tweedemachtswortel (vierkantswortel) uit a.

Voorbeelden

1 V36 = 6, want 62 = 36 en 6 is niet negatief.

2 V-49 bestaat niet, want er is geen getal waarvan het kwadraat -49 is.
Let op: V4 + 16is niet gelijk aan V4 + V16 = 2 + 4, want V4 + 16 = V(4 + 16) = V20
Wel geldt: V4 x 16 = V4 x V16=2x4=8.
Controle: V4 x 16 = V(4 x 16) = V64 = 8.

n-demachtswortels
Stel @ > 0, dan is V/a het niet-negatieve getal waarvan de n-de macht gelijk is aan a.

Dat betekent: (%)n =avoora = 0.

Voorbeelden
3 \/ =2, want 2 = 16 en 2 is niet negatief
4 v 24 = 3, want 3° = 243 en 3 is niet negatief

Gebroken exponenten
n, n nn Llen 1 n, 1
Omdat (Va)" = aenook (@) =a*"=a' = a, volgtdat Va = ay.

Dat betekent: de n-de machtswortel \f kun je schrijven als, a.

Omdat (Va?)" = a” en ook (a?)" = a»*" = a”, volgt V&’ = a'. ,

Dat betekent: de n-de machtswortel W P kun je schrijven als a.

(NB Gebroken exponenten worden alleen bij niet-negatieve grondtallen gebruikt.)

Voorbeelden
5 (v3 54)3 = 54 en ook (54%)3 = 5433 = 54! = 54. Dus V/54 = 543.

Rekenregels voor wortels
Alle rekenregels voor machten met gehele exponenten gelden ook voor machten met
gebroken exponenten.

Belangrijke regels voor het rekenen met wortels zijn:

Q) Va’ = ai @ Va-b=%¥a- b (3)(/%:%

Wortels vereenvoudigen
Wortels kun je soms vereenvoudigen door machten van het grondtal buiten het
wortelteken te werken. Zie de voorbeelden hierna.
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Voorbeelden ] ] ) ]
6 V60 =(22x3x5)=2x3 x5 =2 x 15 = 215 (regel (1))
7 V60 = V4 - 15 = V4 x V15 = 2V15 (regel (2))

Bij breuken werk je de wortels uit de noemer weg. Zo kun je makkelijker een schatting
maken van de grootte van de breuk.

8 ! V3 I\f 1 1,7~0,6
—_— = = — =—X1,/=0,
V3 V3-V3 3

3
o 3108 _ 327_\3/27_\3/27'\3/25_3\3/25_3\3/g 3.,
20 V5 ¥5 V5-v25 5 5 5

=18
OEFENINGEN
In de oefeningen hierna stellen de letters positieve getallen voor.
1
1.39 Voorbeeld: V256 = (28)4 =22 = 4, Bereken op deze manier. .
a V1024 ¢ V243 x 72979
b V216 d V125 - /625

1.40 Vereenvoudig zo veel mogelijk en schrijf als macht.

a Vb’ ¢ Vbg- Vpg®
3
b Va d Va?+2ab + b2

a 32 C S
bc® Vs?

y o p°d ] VpVpq
I’7 q2

1.42 Vereenvoudig zoals in de voorbeelden 7 tot en met 10.
36

a4xf6-5\/§ V36

5
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Formules bewerken

Voorbeeld 1

In een stroomdraad geldt de wet van Ohm: U=1-R.

Deze formule geeft het verband (de relatie) tussen de spanning U (in volt),

de stroomsterkte I (amp) en de weerstand R (ohm).

Je kunt met deze formule U berekenen als je I en R weet. Wiskundig gezegd: Uis een
functie van Ien R.

Ook kun je Rberekenen als je U en I weet. Ris dus ook een functie van Uen L.

U
Daarvoor werk je de formule U=1- Rom totR = T door links en rechts door I te delen.

Voorbeeld 2 p
Voor een afgesloten hoeveelheid gas geldt:

\%
= constant. Hierin is p de druk in pascal

(Pa), Vhetvolume in m? en T de temperatuur in graden Kelvin.
Je kunt de formule op verschillende manieren omwerken:

constante - T
- 1%

constante - T B
V = ————— (het volume bij gegeven constante, T en p)

p
p-Vv
"~ constante

(de druk bij gegeven constante, Ten V)

(de temperatuur bij gegeven constante, Ven p)

Voorbeeld 3 1
De bewegingsenergie van een voorwerp is gegeven door: E = —mu?, waarin m de massa is
van het voorwerp in kg en v de snelheid in m/sec.
Bij een gegeven hoeveelheid energie bereken je de snelheid door de formule om te werken
zodat je v hebt uitgedrukt in de variabelen E en m:

2E

9 , 2E
my =2E—>v"'=——>v=./—.
m m

Algemeen
Bij het werken met formules komt het voor dat je die formules handiger in een andere
vorm kunt schrijven.

2 1
Als je bijvoorbeeld 1 + 2y = 2x — yx omwerkt tot y = ;+ 5 heb je de formule expliciet op y

gemaakt.

Je ziet dat y een functie is van x, omdat je y kunt berekenen als je x weet.

1+2
Je kunt de formule ook omwerken tot x = 2_)’ Nu is de formule expliciet op x. En je ziet

dat x ook een functie is van y, want als je y weet, kun je x berekenen.
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OEFENINGEN

1.43 Laat zien hoe je de formule 1 + 2y = 2x — yx kunt omwerken naar de op
de vorige bladzijde gegeven vormen: expliciet op y en expliciet op x.

4
1.44 Het volume van een bol is gegeven door: V = §n .

Werk de formule om zodat je direct r kunt berekenen bij gegeven V.

1.45 In een parallelschakeling van twee elektrische weerstanden geldt:
1 1 1

—= —+ —.
R, Ri Ro
Hierin is R, de vervangingsweerstand van de weerstanden R, en Rs.

Maak de formule expliciet op R, zodat je direct R, kunt berekenen als
R, en R, gegeven zijn.

100VR
1.46 Gegeven is de betrekkingc = ———.
& & m+ VR

a Druk muitincenR.
b Druk R uitincenm.

c
1.47 Druk b uit in de overige grootheden: = .
a-b a-f

1.48 Het vermogen van een elektrisch apparaat bereken je met P=U - |
(P in watt, U in volt en | in ampére).
In combinatie met de wet van Ohm kun je bij een gegeven vermogen
en weerstand de stroomsterkte berekenen die door het apparaat
gaat. Geef een formule waarin [ is uitgedrukt in P en R.

1.49 Een voorwerp op hoogte h heeft een zwaarte-energie gegeven door
E,=m - g - h (mis de massa in kg, g de constante van de zwaarte-
kracht in m/sec? en h de hoogte in m). Als je het voorwerp loslaat,

1
wordt de zwaarte-energie omgezet in bewegingsenergie: E, = Em V2

(onder verwaarlozing van de luchtweerstand). Daarmee kun je de

snelheid v berekenen waarmee het voorwerp op de grond komt.

a Werk beide formules om tot een formule waarin v is uitgedrukt in
de overige grootheden.

b Neem h=5meng= 9,8 m/sec? Bereken v.

¢ Hoe kun je aan het resultaat zien dat in vacuim alle voorwerpen
even snel op de grond terechtkomen als ze van dezelfde hoogte
worden losgelaten?
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Toepassen: algebra met Excel

1.50

Het programma Excel is niet geschikt is om algebra mee te bedrijven. Toch
kun je het programma handig gebruiken om functies in beeld te brengen
via tabellen om zo vergelijkingen op te lossen of oplossingen te benaderen.

Formules in Excel
Formules hebben in Excel een andere schrijfwijze dan je bij wiskunde
gewend bent. Je gebruikt de volgende symbolen:

o Optellen +

o Aftrekken

e Vermenigvuldigen *
o Delen /
¢ Machtsverheffen A
o Worteltrekken sqrt()

Excel kent geen letters als variabelen. Het programma werkt alleen met
getalswaarden die in de cellen staan.

B1 vl | X o K =A1+1/A1
A B c D
1 5 5.2
2

In het voorbeeld is in cel A1 de waarde 5 gezet.

In cel B staat: “= A1+1/Al.

Met de cursor op Bl zie je deze tekst ook in de statusbalk staan.
Het =-teken geeft aan dat hier de uitkomst van de berekening komt.

1
Hier wordt dus de waarde van x + — uitgerekend voor x = 5.
X

1 1
De vergelijking x + — = Sg heeft dus een oplossing x = 5.
X

1
De tweede oplossing is x = 5 Controleer dit met Excel.

De abc-formule A B C
Door de abc-formule in te voeren,
kun je met Excel direct de
oplossingen van een kwadratische
vergelijking bepalen.

In de cellen B2, B3 en B4 zet je de
waardenvana, b en c.

In B5 komt dan de formule voor

De abc-formule

0N g s W N
>
[N
I

-b+ VP -4dac . X2 =
— eninB6 de
a
-b- V¥ - dac
formule voor —M8M8M8@™ .

2a
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-b b -4
151 a Schrijf% in Excel-taal.
a

b Maak het spreadsheet voor de abc-formule zoals in het voorbeeld.

1 1
¢ Devergelijkingx + — = 25 kun je omwerken tot een kwadratische
X

vergelijking. Doe dat en bepaal met je Excel-blad de oplossing(en).

Een tabel maken bij een formule

onderzoeken met Excel.

Stel, je wilt het gedrag van de formule N
+

Dat kan met een tabel. Voor de tabel heb je nodig: een beginwaarde van x
en een stapgrootte. Je richt de tabel zo in dat je de beginwaarde en de stap-
grootte kunt aanpassen tijdens je onderzoek.

In de figuur zie
je eenvoor-
beeld van de
tabel bij deze A B c D
formule. X= f(x) =
In kolom C
staan de waar-
den van x. Stapgrootte = 0,1 _0,9 0,552486
In cel C2 staat: -0,8  0,609756
=B2

In cel C3 staat:
=C2 + $B$3. De
dollartekens geven aan dat er telkens alleen met deze cel wordt gerekend.
Je kunt nu de cellen naar beneden kopiéren met het kruisje in de hoek
rechtsonder van cel C3.

In cel C4 staat dan: = C3 + $B$3.

Kolom D bevat de uitkomsten, te beginnen met cel D2 = C2*C2/(1+C2*C2)
en kopieer dit verder naar beneden.

6 vi| i x v fx

Beginwaarde = -1 -1 0,5

1.52 a Maakeen tabel bij van x = -1 tot x = 1 met stapgrootte 0,1.

X
1+
b Indetabel kun je zien dat de waarden symmetrisch zijn ten opzichte van

x=0.Hoe kun je dat ook in de formule zien?

1.53 a Maakeen tabel van de machten van 2. Zet in de kolom ernaast het verschil
van twee opeenvolgende machten.
b Wat valt je op? Kun je dit ook bewijzen?

1
¢ Onderzoek op dezelfde manier de machtenvan 3,4 en —.

Geef weer een bewijs.
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Hoofdzaken

a" is een macht. Het grondtal is a en de exponent is n. Een macht is een product van een
aantal gelijke factoren:a" = axaxax..xa,

n factoren

De rekenregels voor machten zijn:

m n m+n
a’"xa =a 1
am a= — (a=+0)
Z__ gm-n a

n
a a\t a a a"

myn _ ,m m m _ ,mxn — = — X ... X —= —
(@")'=a"xa" x..xa" =a b b Tz

n factoren
(db)" —a*x b* n factoren

a’ =1 (elke a # 0)

Haakjes wegwerken is het uitwerken van een product (vermenig-
vuldiging). Je maakt van een product een veelterm. Bij het uitwer- X
ken van een product kun je een vermenigvuldigtabel gebruiken.

Bij het vermenigvuldigen van positieve en negatieve getallen ge-
bruik je de regels uit het schemaatje hiernaast.

De vier merkwaardige producten zijn:
1 (x+y)?=x®+2x-y+)?

2 (x-yP=x-2x-y+y?

3 (x-yx+y)=x*-y

4 (x+p)x+q)=x*+(p+q)-x+p-q

Je kunt deze producten gebruiken om snel een vermenigvuldiging uit te werken.

Ontbinden in factoren is van een veelterm weer terugwerken naar een product. Je kunt
dat doen door factoren buiten haakjes te halen of door een merkwaardig product in
omgekeerde richting te gebruiken. Ontbinden met het vierde product gaat met de
som-productmethode.

Ontbinden is een hulpmiddel voor het oplossen van vergelijkingen.

Vergelijkingen van de vorm ax® + bx + ¢ = 0 kun je aanpakken met de abc-formule:

-b+ Vb - dac

X0 = — De vorm b? - 4ac heet de discriminant. Als b*> - 4ac < 0 heeft de
a

vergelijking geen oplossing.

Machten met gebroken exponenten zijn wortelvormen. Het grondtal van een macht met
een gebroken exponent is niet negatief.

Belangrijke regels zijn:

Va = ai Va-b=Va- Vb \'/%:

Va
Vb
Voor machten met gebroken exponenten gelden dezelfde regels als voor machten met
gehele exponenten.
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Toets

1 Bereken met behulp van de merkwaardige producten.

a (4x + 7y)? d (x+3)(x-5)
b (r-3)(r+3)7+9) e (£-6)?
c (5+2p)(5-2p)(25 - 4p?) f (a+2b-3c)?

2 Ontbind in zo veel mogelijk factoren.

a x> - 15x+ 26 e $$-4s-21

b ' - 64y f 2-9+20°

c 1-14t+ 498 g p'-25¢4°

d 9a’b + 12a°0? + 4a°b® h —2ac - bc + 2ad + bd

3 Schrijf de volgende breuken zo eenvoudig mogelijk.

X - xy (x-yP-x+y
a c ———
V- xy xy
4
b Y- xy d M
Y+ xy 2)” + 3x

1
3-10%-4-(1072)2
6-(107*- 10?3

4 Bereken:

5 Schrijf zo eenvoudig mogelijk als machten.
2a73h7?) - (a™?p)7!
a (asb—ICZ)—l . (afzbzc)s ( ) ( )

(a'p)?

6 Schrijf zo eenvoudig mogelijk.
. b - Vb b o[ 64a BB
Vb 27(a”*p*)"*

7 Los de volgende vergelijkingen op (kijk eerst goed wat een handige aanpak is).

a X*+5x-6=0 c p*P-30p+225=0
b 3w +20 =100 - 6w d 372+2r-1=5-3r+27
8 Los op.
x+1 x-1 ¥ -2x-3
a - =0 b —————=1
x-1 x+1 X -4x+3
d

c
9 Druk a uit in de andere variabelen: = .
a-b a-f
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